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METODY ZNAJDOWANIA PORTFELA EFEKTYWNEGO
DLA SEMIWARIANCIJI

W klasycznym modelu Markowitza ryzyko jest mierzone wariancja stop zwrotu. Pewna wada
wariancji jako miary ryzyka jest jednakowe traktowanie odchylen ujemnych i dodatnich od oczeki-
wanej stopy zwrotu. Markowitz do mierzenia tylko odchylen ujemnych zdefiniowal semiwariancjg.
Jednak znalezienie portfela o minimalnej semiwariancji jest znacznie trudniejsze niz znalezienie
portfela o minimalnej wariancji. Nowa metodg znajdowania portfela o minimalnej semiwariancji za-
proponowano w niniejszej pracy.
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1. Wprowadzenie

Jednym z podstawowych zatozen w teorii portfelowej jest przyjecie, ze racjonalny
inwestor poszukuje portfela efektywnego, czyli takiego, ktory przy danej stopie
zwrotu posiadatby najnizsze ryzyko, za$ dla danego poziomu ryzyka charakteryzo-
walby si¢ najwyzsza stopa zwrotu [6].

W klasycznym modelu Markowitza [6] ryzyko jest mierzone wariancja stop
zwrotu. Pewna wada wariancji jako miary ryzyka jest jednakowe traktowanie odchy-
len ujemnych i dodatnich od oczekiwanej stopy zwrotu. W rzeczywistosci odchylenia
ujemne sa niepozadane, a dodatnie stwarzaja mozliwos¢ wigkszego zysku. Dla mie-
rzenia tylko odchylen ujemnych Markowitz zdefiniowat semiwariancj¢ [7]. Najwaz-
niejsza cecha semiwariancji jest to, ze mierzy ona odchylenia tylko ponizej okreslo-
nego poziomu. Istnieja dwie odmiany semiwariancji w zaleznosci od przyjetego
punktu odniesienia dla wyznaczania odchylen. Punktem odniesienia moze by¢ §rednia
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stopa zwrotu badz stopa zwrotu zatozona przez inwestora. Wystgpuje wowczas od-
powiednio ponizej $redniej semiwariancja albo semiwariancja od zatozonej stopy
zwrotu, nazywana réwniez y-semiwariancja.

Zwolennicy stosowania semiwariancji jako miary ryzyka podkreslaja, ze lepiej
opisuje ona faktyczne preferencje inwestoré6w niz wariancja [5], [7], [8], [10], [11],
[14]. Jednak pojawily sig problemy z zastosowaniem semiwariancji w praktyce. Zna-
lezienie portfela o minimalnej semiwariancji jest znacznie trudniejsze niz znalezienie
portfela o minimalnej wariancji [7], [13].

Celem pracy jest zaprezentowanie istniejacych algorytmoéw znajdowania portfela
efektywnego dla y~semiwariancji oraz zaproponowanie alternatywnej metody znajdo-
wania portfela o minimalnej y~semiwariancji.

2. Klasyczny model Markowitza
i model 0 minimalnej semiwariancji

W klasycznym modelu Markowitza [6] zyskownos$¢ portfela jest utozsamiana
z oczekiwana stopa zwrotu, w praktyce zastgpowana Srednia stopa zwrotu, a ryzyko jest
mierzone wariancja stop zwrotu. U podstaw tego modelu leza nastgpujace zatozenia:

(a) portfel zawiera k akcji, 4,, 4,,...,4;;

(b) udziaty akcji w portfelu sa zréznicowane, co opisuje wektor X=
(X, Xy, ...y X;)" 0 sktadowych nieujemnych (x, >0) oraz unormowanych do jedno-
$ci:

Zk:xi =1, (1)
i=1

W zapisie macierzowym
X'r =1, )

gdzie I, =(1, 1,..., 1)" jest wektorem k-wymiarowym o sktadowych réwnych jeden;
(c) dla kazdej akcji 4,, i=1, 2,..., k rozwazany okres jest dzielony na m jednostek
czasowych, w ktorych dokonuje si¢ rejestracji stop zwrotu z;;, gdzie =1, 2,..., m,
momenty czasowe powinny by¢ te same dla wszystkich rozwazanych akcji.
Srednie stopy zwrotu poszczegdlnych akcji wyznaczamy ze wzoru

1 m
Z; = _Zzit >

m

i=1,2,..k. 3)

t=1
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Sredniq stope zwrotu z portfela zawierajacego k akcji wyraza $rednia wazona
k
z,=>xz=X'Z, )
i=1

gdzie Z =(Z,,%,,..,z,)" jest wektorem $rednich stop zwrotu.

Jak wida¢, z,, zalezy zardwno od Srednich stop zwrotu poszczegdlnych akeji, jak
i od ich udzialu w portfelu. Rozpatrujac kolumny macierzy Z o elementach z;, uzy-
skuje si¢ informacj¢ o stopach zwrotu rozwazanych akcji w poszczegdlnych momen-

tach czasowych. Akcje te wystgpuja z réznym udziatem, co wyraza wektor X, mozna
wigc wyznaczy¢ iloczyny skalarne

k
—xl7 —
z,=X"Z, —inz

i=1

t=(1,2,..,m), (5)

it >

gdzie Z, =(z,,, 2y, ..., 2;,)" jest t-ta kolumna macierzy Z.

Stopy zwrotu z portfela z, moga by¢ pordwnywane ze srednig z, tych stop
zwrotu. Za miarg odchylef z,, od z, przyjmuje si¢ wariancjg stop zwrotu portfela
S2:Lz(zpf_zl?)z:m%ZXT(Zt_Z)(Zt_Z)TX:XTCXa (6)

t=1

gdzie
1 & = =
C=—>>(2-2)(Z,-2)", (7
m—143

jest (kxk)-wymiarowa macierza wariancji—kowariancji z proby. Wariancja portfela
moze by¢ wyrazona w postaci

k
sfy = inzcﬁ +2 inxjcij , ()
i=l 1<i< <k
gdzie:
I < _ 2
Cc, =—— z. —Z. 9
0= 23 ©)

jest wariancja stop zwrotu dla i-tej akcji, natomiast
I _ _
¢ =——D (2 =2)(, =) (10)
t=1

jest kowariancja stop zwrotu dla i-tej oraz j-tej akcji.



66 A. RUTKOWSKA-ZIARKO

W klasycznym modelu Markowitza problem wyznaczenia wektora X udziatow ak-
cji sprowadza si¢ do rozwiazania nastgpujacego zagadnienia optymalizacyjnego:
zminimalizowa¢ funkcje

s,=X"CX, (11)
przy ograniczeniach:
X1 =1, (12)
X'Z>y, (13)
XeR', Xx=0, (14)

gdzie y — okreslona z gory stopa zwrotu calego portfela, przy zalozeniu y < maxz,.
Podstawiajac w modelu Markowitza za y rdézne wartoSci z przedziatu
<minz,;;maxz, >, otrzymujemy granicg efektywna, utworzong z portfeli posiadaja-
cych najnizsze wariancje dla poszczegdlnych zadanych stép zwrotu. Postepujac we-
dlug tej procedury, mozemy uzna¢ za nieefektywne portfele o niskich ujemnych od-
chyleniach od zadanej stopy zwrotu i jednoczes$nie duzych odchyleniach dodatnich,

a wigc bardzo korzystne dla inwestorow mimo wysokiej wariancji.
W monografii dotyczacej wyboru portfela Markowitz [7] proponuje semiwarian-

cj¢ od zalozonej stopy zwrotu (dsfj (y)) jako alternatywna do wariancji miarg ryzyka

1 <& 2
ds,(N=—=>.d, (1), (15)
r m—14 Pt
gdzie:
0 dlaz,6 >y
d (y)= e 16
pt (7) {Zpt _ y dla Zpt < y ( )

Po skorzystaniu ze wzoru (5) i warunku unormowania (1) otrzymujemy

k k
ds, ()= > xx,dy (), (17)

i=1 j=1

gdzie

1 m
dg<y)=mtzﬂ]d,-,»,(y), (18)
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gdzie
0 dla z, >y

. (19)
(Zit _7/)(2_/1 _7/) dla Zy <Y

dijt(y) :{

Wyznaczenie portfeli efektywnych dla ryzyka rozumianego jako mozliwos$¢ osia-
gnigcia stopy zwrotu nizszej od zadanej sprowadza si¢ do minimalizacji semiwarian-
cji od zalozonej stopy zwrotu przy okreslonym z gory y, a wigc do rozwigzania naste-
pujacego zagadnienia optymalizacyjnego:
zminimalizowa¢ funkcje

ds,(y)=X"D()X, (20)

przy ograniczeniach jak w modelu Markowitza (12)—(14), gdzie D(y) jest macierza
semiwariancji-semikowariancji od zalozonej stopy zwrotu y o elementach d,(y) .

Poszukujac efektywnego portfela dla ryzyka mierzonego semiwariancja minimali-
zuje si¢ sume¢ kwadratow odchylen ,,w dot” od zalozonej stopy zwrotu, nie ma nato-
miast zadnych ograniczen nalozonych na odchylenia ,,w goérg”. Portfel efektywny
minimalizujacy ryzyko rozumiane jako wariancja stop zwrotu bedzie nazywany port-
felem Markowitza, natomiast minimalizujacy semiwariancj¢ od zalozonej stopy
zwrotu — portfelem SEM.

Stosowanie semiwariancji do wyznaczania portfeli efektywnych stwarza jednak duze
problemy, gdyz istniejace programy optymalizacyjne nie sa tak skonstruowane, by budo-
wac portfele w oparciu o t¢ miar¢ ryzyka [1]. Problem polega na tym, ze wyznaczajac
macierz D(y), musimy wiedzie¢, w ktorych okresach stopa zwrotu catego portfela byla
nizsza od zatozonej, a to zalezy zarowno od zatozonej stopy zwrotu, jak i od sktadu port-
fela. To sprawia, ze wyznaczanie portfeli efektywnych dla semiwariancji od zatozonej
stopy zwrotu jest bardziej ztozone niz dla wariancji. Do wyznaczenia sktadu portfela Mar-
kowitza dla dowolnego y wystarczy znajomos$¢ elementow macierzy wariancji—kowarian-
cji C oraz wektora $rednich stop zwrotu. Z , Ci Z sa jednorazowo szacowane i nie zale-
7a ani od sktadu portfela, ani od zalozonej stopy zwrotu y. Podczas wyznaczania portfela
SEM natomiast kazdorazowo przy zmianie sktadu portfela lub zalozonej stopy zwrotu y
nalezy ponownie oszacowac elementy macierzy D(y) .

3. Metoda linii krytycznej

Markowitz do wyznaczania zbioru efektywnego, zarowno dla ryzyka mierzonego
wariancja jak 1 semiwariancja, wykorzystat fakt, ze powyzsze problemy sa segmenta-
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mi zagadnieniami programowania liniowego [8, s. 317, 338]. Wprowadzit pojecie
przestrzeni portfeli, bedacej zbiorem wszystkich portfeli dopuszczalnych. Autor ten
nie brat pod uwage krotkiej sprzedazy, dlatego tez portfele spetniaja warunek, ze
udziaty akcji w portfelu sa nieujemne, a ich suma rowna si¢ jeden. W przestrzeni
portfeli wyodrebnil podprzestrzenie. Podprzestrzenia nazwat kazdy podzbior prze-
strzeni portfeli [7]. Majac do dyspozycji k akcji, mozemy wyodrebni¢ L podprzestrze-
ni i-wymiarowych (i=1, 2,..., k). Liczba tych podprzestrzeni zalezy od k i wynosi

L =2"—1. Istnieje zawsze jedna podprzestrzen k-wymiarowa i k podprzestrzeni jed-

nowymiarowych. Dla danego i liczba podprzestrzeni wynosi ( j . Oznaczmy przez P,
i

I-ta podprzestrzen o wymiarze J;, okreslona przez zbior indeksow j(/) akcji, ktore
W niej wystepuja
jih=12,.,J,. (21)

Spelione sa wtedy nastgpujace warunki:

J
me) =1, (22)
Jh=t
X, >0, (23)
x,(i#j()=0. (24)

Dla kazdej podprzestrzeni istnieje linia krytyczna, bedaca linia prosta, na ktorej
leza portfele efektywne [8]:
X, 0, _
Z
M,ﬂq:1+/1E0, (25)
A Y
gdzie:

M, — macierz ((J, +2)x(J, +2)) -wymiarowa, powstata z macierzy M przez wy-
kreslenie kolumn i wierszy odpowiadajacych akcjom niewystepujacym w danej pod-
przestrzeni:
cC 7Z I,
Z 26

0 o0l (26)
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0 — dwuwymiarowy wektor kolumnowy sktadajacy sig z zer,

0, — J-wymiarowy wektor kolumnowy sktadajacy si¢ z zer,

X, — J-wymiarowy wektor kolumnowy udziatow akcji w portfelu dla danej pod-
przestrzeni,

Z, — J-wymiarowy wektor kolumnowy $rednich stop zwrotu dla danej podprze-
strzeni,

A1, Ay, Ag — mnozniki Lagrange’a.

Wyznaczenie sktadu portfela efektywnego jest segmentami zagadnieniem linio-
wym. Wszystkie portfele efektywne leza na liniach krytycznych, lecz nie kazdy port-
fel z linii krytycznej jest efektywny [7].

Warto podkresli¢, ze gdy dozwolona jest krotka sprzedaz bez zadnych ograniczen,
wowczas kombinacje liniowe portfeli efektywnych same sa portfelami efektywnymi
[4]. Jezeli nie mozna stosowac krotkiej sprzedazy, zaleznos¢ ta jest prawdziwa tylko
dla portfeli nalezacych do jednej podprzestrzeni [7]. Uwzglednienie krotkiej sprzedazy
powoduje, ze wszystkie mozliwe do zbudowania portfele naleza do jednej k-wymia-
rowej przestrzeni, z tym ze udziaty akcji w portfelu moga by¢ ujemne.

Chcac wyznaczy¢ zbidr minimalnego ryzyka, mozna rozpocza¢ poszukiwania od
portfela o maksymalnej stopie zwrotu 1 podazaé linia krytyczna, na ktérej on lezy,
w kierunku malejacej stopy zwrotu (wariancji) tak dtugo, az nie spotkamy innej linii
krytycznej. Po przecigciu si¢ linii krytycznych obieramy nowo napotkana lini¢ i poda-
zamy nig w kierunku malejacej stopy zwrotu az do skrzyzowania z nast¢pna linia.
Procedurg t¢ powtarzamy tak dtugo, az znajdziemy si¢ w punkcie minimalnej warian-
cji. Dang linig krytyczna moze przecina¢ wiele innych linii krytycznych. Wybieramy
tg, ktora napotkamy pierwsza, czyli majaca punkt przecigcia dla najwyzszego Ax (co
odpowiada najwyzszej stopie zwrotu i najwyzszej wariancji). Dla portfela o minimal-
nej wariancji A, =0, natomiast dla portfela o maksymalnej stopie zwrotu A, =c0.

Mozna tez wyznaczanie granicy efektywnej rozpocza¢ od portfela o minimalnej
wariancji 1 przesuwajac si¢ po liniach krytycznych doj$¢ do portfela o maksymalne;j
stopie zwrotu. Jednak wyjscie od portfela o maksymalnej stopie jest dogodniejsze ze
wzgledu na tatwo$¢ wyznaczenia jego sktadu, wystepuja w nim bowiem tylko akcje
jednej, najbardziej zyskownej spotki.

Modyfikacje powyzszej metody wykorzystat Markowitz do wyznaczenia zbioru
minimalnego ryzyka dla semiwariancji od zatozonej stopy zwrotu, wstawiajac ma-
cierz semiwariancji-semikowariancji D(y), zamiast macierzy C, w macierzy M. Jezeli

k
jednak linia krytyczna przecigta jedng z linii zyskownosci: inzit =y, to na nowo
i=l1
szacowane sg elementy macierzy D(y) [7]. Linii zyskownosci jest tyle, ile rozpatry-
wanych okresow. Przecigcie t-tej linii zyskownos$ci oznacza, ze dla danego ¢ zmienit
si¢ zwrot nieréwnos$ci
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z,>y naz,<y, lub z <ynaz,>y.

Poniewaz wychodzimy od portfela z akcjami jednej najbardziej zyskownej spotki,
dla pierwszej linii krytycznej w macierzy M z macierzy D(y) pozostaje wigc tylko
jedna liczba réwna y~semiwariancji dla tej spoiki.

Do wyznaczenia catej granicy efektywnej dla wariancji potrzebne sa jedynie sred-
nie stopy zwrotu poszczegdlnych akcji oraz macierz wariancji — kowariancji stop
zwrotu. W przypadku semiwariancji musimy caty czas dysponowac pelnym zestawem
stop zwrotu poszczegolnych akcji we wszystkich rozpatrywanych jednostkach czaso-
wych. Jest to potrzebne do szacowania elementow macierzy D(y), jak réwniez do

wyznaczania linii zyskownosci. Wyznaczenie zbioru minimalnego ryzyka dla semiwa-
riancji jest wigc bardziej czasochtonne niz dla wariancji.

4. Metody quasi-optymalne

Przedstawione przez Markowitza [7], [8] procedury znajdowania portfela efek-
tywnego dla ryzyka mierzonego wariancja oraz semiwariancja od zatozonej stopy
zwrotu naleza do klasy metod optymalnych. Znalezienie portfela efektywnego o mi-
nimalnej semiwariancji (semiwariancji od zatozonej stopy zwrotu), zgodnie z algo-
rytmem Markowitza, nie byto zbyt dogodne, dlatego poszukiwano uproszczonych
metod znajdowania rozwigzania quasi-optymalnego; metody te bazuja na mieszanych
dolnych momentach czastkowych n-tego stopnia (clpm — co-lower partial moment).

Podobnie jak w przypadku wariancji i semiwariancji, dolny moment czastkowy
portfela akcji nie jest prosta suma dolnych momentéw czastkowych poszczegélnych
akcji. Stosuje sig¢ dwie metody wyznaczania dolnych momentoéw czastkowych dla
portfela akcji. W jednej wykorzystuje sig¢ niesymetryczne mieszane dolne momenty
czastkowe, w drugiej — symetryczne. Obydwie metody daja przyblizone oceny dol-
nych momentow czastkowych n-tego stopnia portfela (/pm,,). Nie okresla si¢ w nich
okresow, w ktorych stopa zwrotu z portfela byta wyzsza od zatozonej stopy zwrotu,
a w ktorych nizsza. W zalezno$ci od sposobu szacowania dolnych momentéw czast-
kowych portfela wyr6zniamy dwa rodzaje algorytméw [9]:

a) asymetryczny — ALPM,

b) symetryczny — LPM.

W algorytmie asymetrycznym wykorzystuje si¢ niesymetryczne mieszane dolne
momenty czastkowe n-tego stopnia (clpm; 1) [9]:

clpmu n-1= lem (7/ Z H (27)
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gdzie

0 dla z, >y

Ipm, = . (28)
V= Zy dla Zy <Y

Dla n >1 zachodzi

clpm ,  #clpm; , ,, jezeli i#j. (29)

Dla algorytmu asymetrycznego zagadnienie budowy portfela przyjmie postac:
zminimalizowa¢ funkcje:

kk
lpmpn = zzxiijme{[,nf] H (30)

i=1 j=1

przy ograniczeniach jak w modelu Markowitza.
W algorytmie symetrycznym wykorzystuje si¢ symetryczne mieszane dolne mo-
menty czastkowe n-tego stopnia clpm;,, [9]:

clpmy, = sd,,sd 1, €1))
gdzie:
r;  —wspolezynnik korelacji pomigdzy stopami zwrotu akeji i-tej i /-tej,

sd,, —semiodchylenie n-tego stopnia,

1 m
sd; :n, lpm;, . 32
in m_ltzzllp it ( )

W przeciwienstwie do clpm; 1, clpm;;, jest miara symetryczna:

clpmy, =clpm ;. (33)
Dla algorytmu symetrycznego zagadnienie budowy portfela przyjmie postac:
zminimalizowa¢ funkcje:
k k
Ipm,, = inx clpmy, (34)
i=l j=1

przy ograniczeniach jak w modelu Markowitza.

Metody ALPM i LPM sa dogodniejsze w stosowaniu od metody Markowitza. Do
znalezienia sktadu portfela zgodnie z ALPM lub LPM mozna uzy¢ dowolnej metody
programowania kwadratowego badz nieliniowego, a takze metode linii krytyczne;j.
Metody te sa do dzi$ stosowane w praktyce [2]; ich zaleta jest mozliwo$¢ wykorzy-
stania jednego z wielu gotowych programow stuzacych do optymalizacji kwadratowej
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badz nieliniowej. Niestety otrzymane rozwiazanie jest quasi-optymalne i nie wiadomo
jak bardzo odbiega od rozwiazania optymalnego. Nalezy takze podkresli¢, ze ALPM
moze dawac inny sktad portfela niz LPM [2].

5. Propozycja alternatywnej metody optymalnej

Metoda zaproponowana przez Markowitza jest trudna do zaprogramowania, a ist-
niejace programy optymalizacyjne dla tej metody sa praktycznie niedostgpne. Nato-
miast w przypadku opisanych w poprzednim podrozdziale algorytmow quasi-
optymalnych mozna zastosowaé dowolny gotowy program komputerowy z zakresu
programowania kwadratowego badz nieliniowego, jednak otrzymane rozwiazanie nie
bedzie optymalne a jedynie do niego zblizone. Dodatkowym ograniczeniem stosowa-
nia gotowych procedur jest czasochtonno§¢ wprowadzania danych. Przy 100 akcjach
dla algorytmu symetrycznego nalezy wprowadzi¢ 5050 elementow funkcji celu dla
asymetrycznego 10000.

W celu budowy portfeli optymalnych w sensie minimalnej y-semiwariancji po-
jawita si¢ konieczno$¢ sformutowania nowego algorytmu i napisanie odpowiadaja-
cego mu programu optymalizacyjnego. Chodzito o znalezienie takiego algorytmu,
ktory dawatby rozwiazanie optymalne, a jednoczes$nie byt prosty i tatwy do zapro-
gramowania.

Zagadnienie wyznaczania portfela efektywnego minimalizujacego semiwariancjg
od zalozonej stopy zwrotu zostalo rozwiazane iteracyjnie. Wychodzac od dowolnego
portfela spetiajacego warunek (1), np. portfela Markowitza, powtarzamy az do sa-
mouzgodnienia' sktadu portfela nastepujacy schemat postgpowania [13]:

1. Wyznaczenie stop zwrotu portfela z,, w poszczegdlnych jednostkach czasowych
wedtug (5).

2. Wyznaczenie elementow macierzy D(y) (18), (19).

3. Dla wyznaczonej w punkcie 2. macierzy D(y) minimalizowanie wzglgdem
wektora X funkcji

ds:(n=X"D(X,

przy ograniczeniach (12)—(14).
W dalszej czgéci pracy powyzszy schemat bedzie nazywany schematem SEM.
Punkt 3. rézni si¢ od klasycznego modelu Markowitza tylko tym, Ze macierz wa-
riancji—kowariancji C we wzorze (11) zostata zastapiona macierza D(y), ktéra zalezy

! Samouzgodnienie jest tu rozumiane jako ustabilizowanie si¢ sktadu portfela z zadana przez badacza
doktadnoscia.
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nie tylko od zalozonej przez inwestora stopy zwrotu y ale takze od wektora X otrzy-
manego w poprzedniej iteracji. Do znalezienia sktadu portfela Markowitza oraz sktadu
portfela SEM w kolejnych iteracjach schematu SEM wykorzystano algorytm Wolfa
programowania kwadratowego [3]. Nalezy podkresli¢, ze wyznaczanie sktadu portfela
Markowitza oraz portfela minimalizujacego semiwariancje w kolejnych przejsciach
przez punkt 3. jest zagadnieniem niezaleznym od zaproponowanego schematu. Algo-
rytm Wolfa jest tu wykorzystywany jako podprogram i mogltby zosta¢ zastapiony
dowolnym algorytmem programowania nieliniowego, co nie miatoby wptywu na sam
schemat SEM.

W celu zastosowania algorytmu Wolfa konieczne jest doprowadzenie modelu
Markowitza oraz modelu SEM do postaci:

zminimalizowac:
-PX'+X'"GX', (35)
przy ograniczeniach:
AX'<B, (36)
X'>0, (37

gdzie P jest wektorem, a G jest macierza kwadratowa.

Najpierw dokonuje si¢ przenumerowania wektora X tak, aby x; odpowiadajacy
spotce o0 najwyzszym ryzyku byl ostatni. W modelu Markowitza x;, bedzie udziatem
spotki o najwyzszej wariancji. Nastgpnie wyznacza sig x; z warunku (12):

Wykorzystujac powyzsze podstawienie dokonuje si¢ eliminacji x; z warunkow
ograniczajacych oraz funkcji celu, a model Markowitza zostaje przeksztalcony do
postaci (35)—(37). Wowczas X' bedzie wektorem (k — 1)-wymiarowym, o elementach
x; (i=1, 2,...,k—1). Powstaje on z wektora X po usunigciu k-tego elementu. Macierz

G bedzie macierza kwadratowa (k-1)-wymiarowa, o elementach g;;:
8 =Cy T Cy —Chy —Cyp» (39)
gdzie c;; jest kowariancja stop zwrotu dla i-tej oraz j-tej akcji.
Wyznaczmy elementy na giownej przekatnej macierzy G. Po podstawieniu we

wzorze (39) ze wzorow (9)—(10) otrzymujemy:

8ii =Cij T Cre —Cpi —Cige »
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8= (2 ~Z)" + D (2, ~5)" =2) (5 ~E)z ~Z) (40)
t=1 t=1 t=1
Poniewaz (a” +b” —2ab) jest zawsze nieujemne, elementy na glownej przekatnej

macierzy G sa wiec nieujemne.
Z kolei P bedzie wektorem (k — 1)-wymiarowym, o elementach p;:

P =—2cy + Cyy t+ Cip - (41)

Z faktu, iz cy jest najwigkszym elementem macierzy C wynika, ze elementy wek-
tora P sa ujemne.
Po podstawieniu x;, w postaci (38) do warunku (13) otrzymujemy:

k-1 k-1
Zfixl.Jer[l—inJZ}/, (42)
i=1 i=1
k-1
D E-z)x+5 2y, (43)
i=1

k-1
PUCRSAES AT (44)
i=1
Poniewaz udzialy akcji w portfelu sa nieujemne, ze wzoru (38) otrzymuje sig
k-1
1-) x>0, (45)
i=l
Warunek (12) przyjmie zatem postac
k-1
D ox <. (46)
i=1

Macierz A begdzie macierza o wymiarach (2x(k —1)):

A=|: Z -y Z,—y Ekl_7j|' (47)

B:[Zk_y] (48)



Metody znajdowania portfela efektywnego ... 75

W metodzie Wolfa wprowadza si¢ wektory zmiennych dodatkowych X* i ¥ ta-
kich, ze:

YX/+vYiX'=0, (49)
XY=B-4X', (50)
Y =2X"G+YA-P, (51)

gdzie Y jest wektorem zmiennych decyzyjnych modelu dualnego, odpowiadajacego
modelowi prymalnemu (35)—(37), a wymiar tego wektora jest rowny liczbie warun-
kow ograniczajacych w modelu prymalnym. Wektor X ma taki sam wymiar jak wek-
tor X', natomiast wymiar wektora ¥ jest takim sam jak wektora ¥ i zalezy od liczby
warunkow ograniczajacych w modelu (35)—(37).

W metodzie Wolfa zamiast rozwigzywa¢ model w postaci (35)—(37), wprowadza
si¢ wektor W zmiennych sztucznych o elementach w; i minimalizuje si¢ sum¢ zmien-
nych sztucznych, czyli rozwiazuje si¢ zadanie:
zminimalizowac:

k-1

PRT (52)

i=1

przy ograniczeniach:

X?+A4X' =B, (53)
2X"D+YA-Y' +W =P, (54)

X'>0; X‘>0; Y>0; Y20, W=>0, (55)
Xyl =05 xly,=0; i=(L..k=1); j=(1,2). (56)

Zgodnie z algorytmem Wolfa badamy znaki wyrazéw wolnych uktadéw rownan
(53)(54):

e jesli b; 20, to j-te rtownanie zostawiamy bez zmiany, traktujac zmienna x;l jako
zmienna bazowa,

e jesli b, <0, to j-te rownanie mnozymy stronami przez (—1) i do lewej strony
otrzymanego réwnania dodajemy zmienng sztuczna v;, traktujac ja jako zmienna ba-
ZOW4,

ejesli p, <0, to i-te réwnanie mnozymy przez (~1) i traktujemy zmienna y? jako
zmienna bazowa,

e jesli p, >0, to do lewej strony rownania dodajemy zmienng sztuczng w;, trak-
tujac ja jako zmienna bazowa.
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W naszym przypadku:

e p.<0,dlakazdegoi ((i=1,2,..., k—1), wigc czwarty warunek nie wystapi,

e h=1,

e b, jest dodatnie, jes$li spotka charakteryzujaca si¢ najwyzsza Srednia stopa
zwrotu posiada rownocze$nie najwyzsza wariancje stop zwrotu: jezeli tak nie jest, to
do tablicy startowej dodajemy kolumne odpowiadajaca zmiennej sztucznej v;.

Dla modelu Markowitza tablica startowa przyjmie jedna z dwdch postaci w zalez-
nosci od znaku b, [12].

Tablica startowa dla b; > 0

[~
[
[~

X Y-l [N Vi1 | ™M Wil N »nx x| Hy |fe
x|z -y -7 | O 0|0 0 0|1 0z-y|0
] 1 0 0|0 0 ojlo 1] 1 |o
w | 2dy -1 0 |1 0 | z-7 0 0] p |1

: : : 0 0|0 0 : N : :
Wil 2dy_y k1| O =110 L Zq=y | 1|0 0| ppy | 1
Tablica startowa dla 5, <0, z dodana zmienng sztuczng v,

X Xj-1 i ¥ | w W] n v xS v | Hy |re
x| =F 4y o =Ty 4y | O 010 0 0 0|1 01 |z-y]0
xg 1 1 0 010 0 0 0] 0 110 1 0
Wl Zdl 1 -1 0 1 0 21 4 1 0 0 0 pl 1

: : : 0 0o 0 : : : : :
Wi_1 2dk—1,k—1 0 -1 0 1 Ek—l -y 1 O O O Pr-1 1

W modelu SEM postaé tablic startowych bedzie taka sama jak w modelu Marko-
witza. Inaczej bedzie przebiega¢ przenumerowanie wektora X. Jego sktadowa x; jest
teraz udziatem spotki o najwickszej wartosci z gldwnej przekatnej macierzy D(y).

W inny sposdb sa tez wyznaczone elementy macierzy G oraz wektora P:

bi :_dek(J/)“‘dk/(?/)"'dik(]/)-

g =d;(N+dy (N -dy(y)-dy (),

(57)

(58)

W modelu Markowitza dla danego y budowana jest jedna tablica startowa i zgod-
nie z algorytmem Wolfa poszukiwane jest rozwiazanie optymalne. W modelu SEM
natomiast nowa tablica startowa jest budowana kazdorazowo przy przejSciu przez



Metody znajdowania portfela efektywnego ... 71

punkt 3. procedury przedstawionej na poczatku podrozdziatu, az do samouzgodnienia
sktadu portfela.

Do wyznaczenia portfeli efektywnych w opisany sposéb napisany zostal program
w jezyku programowania Delphi, co umozliwito przygotowanie przystepnego interfej-
su uzytkownika. Przedstawiona procedure charakteryzuje tatwos¢ wprowadzania da-
nych i odczytywania wynikow. Program wymaga dostarczenia pliku z danymi (noto-
wania spotek w okreSlonym przedziale czasowym), podania liczby obserwacji,
dlugosci okresu inwestycyjnego (wyrazonego w dniach) oraz zadania wymaganej
stopy zwrotu y. Jako wynik uzyskujemy udzialy poszczegdlnych spotek w portfelu
SEM oraz portfelu Markowitza, semiwariancj¢ oraz wariancjg¢ stop zwrotu powyz-
szych portfeli. Liczba spotek oraz notowan branych pod uwage jest ograniczona jedy-
nie mozliwo$ciami komputera.

Zaproponowana metoda jest podobna do metody przedstawionej przez Markowitza
w tym sensie, ze wielokrotnie szacowane sa elementy macierzy D(y). Jednak przed-
stawiony algorytm pozwala na wykorzystanie dowolnej metody programowania kwa-
dratowego lub nieliniowego, jak rowniez na wykorzystanie gotowych programow jako
podprogramoéw do wyznaczenia portfela optymalnego. Metoda Markowitza na to nie
pozwalata, gdyz dostosowana jest do metody linii krytycznej.

6. Wybor portfela SEM zlozonego ze spolek
notowanych na Gieldzie Papierow Wartosciowych
w Warszawie

Badania objety 62 spotki wchodzace w sktad indeksu WIG?, nieprzerwanie noto-
wane w catlym okresie badan, tj. od 1 stycznia 2000 roku do 31 grudnia 2004 roku.
Analiza dotyczyla potrocznych stéop zwrotu badanych walorow oraz zbudowanych
z nich portfeli. Stopy zwrotu wyznaczono zgodnie ze wzorem [13]

n. —n.
i,t+s it
z, =———100%, (59)
"
gdzie:
s — dhugos$¢ okresu inwestycyjnego wyrazona w dniach,
n, — warto$¢ notowania i-tego aktywu w momencie ¢,
n; ., — warto$¢ notowania i-tego aktywu po s dniach inwestowania rozpoczgtego

W momencie .

2 Uwzgledniono sktad indeksu WIG na koniec 2004 roku.
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Skutecznos$¢ zaproponowanej w rozprawie metody ilustruje tabela 1. Przedstawio-
no w niej zmiany sktadu portfela przy przejsciu portfela poczatkowego, za ktory
przyjeto portfel Markowitza, do portfela SEM. W tabeli zestawiono rowniez odpo-
wiadajace tym sktadom wartosci wybranych miar ryzyka i $rednig stopg zwrotu
z portfela. Przyjeto, ze samouzgodnienie nastgpuje po ustabilizowaniu sig sktadu port-
fela z doktadnoscia do czterech miejsc po przecinku.

Ostateczne rozwiazanie otrzymano w siddme;j iteracji, gdyz w tej iteracji — biorac
pod uwage zadang doktadnos$¢ — nie wystepuja ani zmiany sktadu portfela, ani warto-
$ci semiwariancji przy zatozonej stopie zwrotu na poziomie 10%. W kazdej iteracji
akcje do portfela byty wybierane sposrod wyjsciowego zbioru 62 spotek gietdowych.
Najwiekszy spadek semiwariancji nastapil w 1 i 2 iteracji, wtedy tez nastapity naj-
wigksze zmiany dotyczace spdtek wchodzacych w sklad portfela oraz proporcji mig-
dzy ich udzialami. Wyeliminowane zostaly akcje BSK, JTZ, ZWC, a doszty akcje
BRS. Natomiast od iteracji 3 nie nastapita zadna zmiana spotek wchodzacych w skiad
portfela, zmienialy si¢ tylko nieznacznie proporcje udziatoéw, réwniez spadek semiwa-
riancji byl juz niewielki.

Tabela 1
Zmiany sktadu portfela w kolejnych iteracjach zaproponowanej metody
dla semiwariancji przy zalozonej stopie zwrotu na poziomie 10%
. Portfel Sktad portfela w i-tej iteracji
Emitent
poczatkowy 1 2 3 4 5 6 7
APT 0,0182 0,0920 0,2520 0,2897 0,2802 0,2791 0,2784 0,2784
BRS - - - 0,0049 0,0114 0,0134 0,0150 0,0150
BSK 0,2868 0,2228 - — — - - —
FSC 0,0818 0,1612 0,2453 0,2507 0,2596 0,2588 0,2578 0,2578
IRE 0,1213 0,1285 0,0692 0,0860 0,0964 0,0980 0,0982 0,0982
JTZ 0,0529 - - - - - - -
KRS 0,0184 0,1394 0,2080 0,2531 0,2517 0,2522 0,2527 0,2527
MSO 0,3329 0,2207 0,1445 0,0117 0,0090 0,0088 0,0096 0,0096
RPC 0,0315 - 0,0764 0,1036 0,0900 0,0882 0,0872 0,0872
TIM 0,0282 0,0268 0,0046 0,0002 0,0016 0,0014 0,0012 0,0012
ZWC 0,0280 0,0087 - - - - - -
Razem 1 1 1 1 1 1 1 1
portfel miary ryzyka i $rednia stopa zwrotu w i-tej iteracji
poczatkowy 1 2 3 4 5 5 7
jifr‘i?;a SIOPA 1 16,0000 | 14,5043 | 20,7879 | 22,8721 | 232186 | 233166 | 233895 | 23,3895
Wariancja 59,8966 96,8790 | 261,1938 | 368,3906 | 370,4517 | 373,1335 | 375,3571 | 375,3571
(S)znllgiznam]a 29,7647 | 16,5043 | 84629 | 7,7519 | 77135 | 77128 | 7,7127 | 77127

Z1r6dto: obliczenia whasne.
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Zauwazmy, ze wyznaczony zaproponowana metoda portfel jest bezpieczniejszy od
portfela wyjsciowego (nizsza semiwariancja od zatozonej stopy zwrotu). Jednocze-
$nie portfel SEM charakteryzuje si¢ wyzsza $rednig stopa zwrotu.

Podobne wiasno$ci maja portfele SEM dla pozostatych wybranych zatozonych stop
zwrotu (y =1%, 5%, 10%, ...,30%, 40%, ..., 70%), co zestawiono w tabeli 2. Charakte-

ryzuja si¢ one roéwniez w porownaniu z portfelami Markowitza mniejsza semiwariancja
od zatozonej stopy zwrotu. Dla niskich zatozonych stop zwrotu dla obydwu modeli
otrzymujemy $rednie stopy zwrotu z portfela wyzsze od zalozonych, przy czym s$rednie
stopy zwrotu dla portfeli SEM sa wyzsze niz dla portfeli Markowitza. Wigkszo$¢ port-
feli SEM jest wyraznie bezpieczniejsza od portfeli Markowitza. Wraz ze wzrostem zato-
zonych stdop zwrotu generalnie zmniejszaja si¢ wzgledne rdznice migdzy semiwarian-
cjami od zatozonej stopy zwrotu portfeli SEM i portfeli Markowitza.

Tabela 2

Poréwnanie portfeli efektywnych minimalizujacych wariancjg i semiwariancjg
od zalozonej stopy zwrotu

Portfele Markowitza Portfele SEM
14 $rednia stopa zwrotu S $rednia stopa zwrotu s
y-semiwariancja y-semiwariancja
(%) (%)

1% 7,6845 3,1966 21,3890 0,0444
5% 7,6845 12,7704 21,7482 1,1392
10% 10,0000 29,7647 23,3895 7,7127
15% 15,0000 47,0140 25,4736 24,4120
20% 20,0000 76,4903 25,5061 56,0959
25% 25,0000 122,2798 26,1579 109,6267
30% 30,0000 249,2002 30,0000 191,3985
40% 40,0000 561,9700 40,0000 485,2831
50% 50,0000 1047,3970 50,0000 1006,7468
60% 60,0000 1778,0615 60,0000 1775,7433
70% 70,0000 2828,2065 70,0000 2828,2065

Z16d1o: Obliczenia wlasne.

Dla maksymalnej stopy zwrotu wynoszacej 70% portfel SEM jest tak samo ryzy-
kowny jak portfel Markowitza, jest to wlasciwie ten sam portfel. Przyczyna tego jest
fakt, ze zagwarantowanie wysokiej $redniej stopy zwrotu z portfela ogranicza wybor
do bardziej zyskownych akcji, az do momentu gdy portfel SEM ma taki sam sktad jak
portfel Markowitza. Poza omowionym wyzej wyjatkiem portfele SEM maja inny
sktad niz portfele Markowitza, co pokazano w tabeli 3. Portfele SEM roznia si¢ od
portfeli Markowitza pod wzgledem wystgpujacych akcji i proporcji migdzy ich
udziatami. Dla kazdej zatozonej stopy zwrotu cze$¢ firm wystepujacych w obydwu
rodzajach portfeli jest taka sama. Wyjatkowo dla y = 70% portfel SEM jest identycz-

ny z portfelem Markowitza.



A. RUTKOWSKA-ZIARKO

Tabela 3

Sktady portfeli Markowitza i portfeli SEM dla przyktadowych zatozonych stop zwrotu

Emitent Sktad portfela Emitent Sktad portfela
Y Markowitza | SEM Y Markowitza SEM
1% APT — 0,2730 5% APT - 0,2780
BHW 0,0718 - BHW 0,0718 —
BSK 0,2439 — BSK 0,2439 —
FSC 0,0049 0,2066 FSC 0,0049 0,2137
IRE 0,1215 0,0138 IRE 0,1215 0,0362
ITZ 0,1086 — ITZ 0,1086 —
KRS — 0,2771 KRS - 0,2793
MSO 0,3464 0,0958 MSO 0,3464 0,0741
RPC 0,0474 0,1337 RPC 0,0474 0,1187
TIM 0,0167 — TIM 0,0167 —
10% | APT 0,0182 0,2784 | 15% | APT 0,1285 0,2743
BRS - 0,0150 BRS — 0,0402
BSK 0,2868 - BSK 0,2223 -
FSC 0,0818 0,2578 FSC 0,1899 0,2986
IRE 0,1213 0,0982 IRE 0,1409 0,1548
ITZ 0,0529 — KRS 0,0175 0,2250
KRS 0,0184 0,2527 MSO 0,2584 -
MSO 0,3329 0,0096 TIM 0,0426 0,0071
RPC 0,0315 0,0872
TIM 0,0282 0,0012
ZWC 0,0280 -
20% | APT 0,2383 0,2926 | 25% | APT 0,366 0,3147
BRS — 0,0337 BRS - 0,0377
BSK 0,0979 — FSC 0,3215 0,3519
FSC 0,285 0,3339 IND 0,0253 -
IND 0,0134 - IRE 0,2336 0,1646
IRE 0,172 0,1624 KRS - 0,1114
KRS — 0,1631 TIM 0,0536 0,0197
MSO 0,1455 -
TIM 0,0480 0,0143
30% | APT 0,5803 0,3310 | 40% | APT 0,7556 0,3417
BRS - 0,1045 BRS 0,1568 0,2789
FSC 0,3289 0,3548 FSC 0,0876 0,2741
IND 0,0275 - IRE — 0,1053
IRE — 0,1711 | 50% | APT 0,6236 0,3606
KRS - 0,0266 BRS 0,3764 0,4444
TIM 0,0632 0,0120 FSC — 0,1901
IRE - 0,0048
60% | APT 0,3739 0,3160 | 70% | APT 0,1241 0,1241
BRS 0,6261 0,6409 BRS 0,8759 0,8759
FSC — 0,0430

716 dto: Obliczenia wlasne.
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Jak juz pokazano, schemat SEM pozwala na znalezienie portfeli o nizszej
y-semiwariancji w poroOwnaniu z portfelami Markowitza. Powstaje problem, czy
otrzymane rozwiazanie, jakim jest portfel SEM, odpowiada rzeczywiscie minimum
globalnemu semiwariancji. W celu rozstrzygnigcia tego problemu przeprowadzono
seri¢ symulacji numerycznych, ktore z braku $cistego dowodu zbieznosci procedury
iteracyjnej do minimum globalnego semiwariancji $wiadcza, ze przynajmniej
w przypadkach przedstawionych w tabeli 3 ma to rzeczywiscie miejsce [porownaj
13]. Testy te polegaly na zmianie punktu wyjSciowego procesu iteracyjnego.
Oproécz portfeli Markowitza wybrano portfel rownomierny i portfel jednoelemen-
towy — zawierajacy akcje najbardziej zyskownej spotki BRS o $redniej stopie
zwrotu wynoszacej 74,9709%. Podana liczba iteracji oznacza, ze dana iteracja z do-
ktadnoscia do czterech miejsc po przecinku nie zmieniata juz sktadu portfela
i w konsekwencji réwniez innych badanych charakterystyk rozktadu. We wszyst-
kich przypadkach otrzymano zbiezno$¢ do tego samego portfela SEM, przy czym
w przypadku portfeli Markowitza i portfela rOwnomiernego otrzymuje si¢ minimum
w tej samej liczbie krokéw, z wyjatkiem dla y =70%. Portfel jednoelementowy

jest nieco gorszym punktem startowym, jednak i w tym przypadku minimum jest
w maksymalnie 10 krokach.

Tabela 4
Zbieznos¢ procedury iteracyjnej
w zalezno$ci od sktadu portfela wyjsciowego
Liczba iteracji dla portfela wyjSciowego
g Markowitza Rownomiernego | Jednoelementowego
1 8 8 10
5 7 7 9
10 7 7 8
15 6 6 6
20 6 6 7
25 5 5 7
30 4 4 6
40 4 4 5
50 4 4 5
60 3 3 5
70 1 2 2

Zrddto: Obliczenia whasne.
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Podsumowanie

Uzyskane wyniki obrazuja, ze przyjecie danej miary ryzyka ma istotny wpltyw na
to, ktore sposrod wszystkich mozliwych do uzyskania portfeli zostana uznane za
efektywne. Rdznice migdzy portfelami efektywnymi, wyznaczonymi zgodnie z mo-
delem Markowitza, a minimalizujacymi semiwariancj¢ od zatozonej stopy zwrotu sa
szczeg6lnie wyrazne w przypadku niskich zatozonych stop zwrotu. Wyznaczone port-
fele SEM charakteryzuja si¢ nizsza semiwariancja od zatozonej stopy zwrotu niz port-
fele wyznaczone zgodnie z modelem Markowitza, czyli sa bezpieczniejsze. Jednocze-
$nie sa to czesto portfele zyskowniejsze.

Zaleta zaproponowanej metody jest mozliwo$¢ zastosowania jednej z dostgpnych
aplikacji programowania nieliniowego badz kwadratowego do wyznaczenia portfeli
0 minimalnej semiwariancji.
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Methods of finding the effective portfolio for semi-variance

In the classic Markowitz model, risk is measured by the return rates variance. However, equal treat-
ment of negative and positive deviations from the expected return rate is a slight shortcoming of variance
as the risk measure. Markowitz defined semi-variance to measure the negative deviations only. However,
finding the portfolio with minimum semi-variance is much more difficult than finding a portfolio with
minimum variance.

The critical line method proposed by Markowitz in 1959 was the oldest method for finding optimum
portfolios for semi-variances. That method was highly complicated and as a consequence the search for
methods of finding a quasi-optimum solution continued. Quasi-optimum solutions are based on the co-
lower partial moments. Until today they find application in practice. Their advantage is that it is possible
to use one of many available software packages for square or non-linear optimization. Unfortunately the
solution obtained is quasi optimal and it is not known how far it deviates from the optimum solution.

As a consequence, the need to formulate a new method that could offer optimum solution and at the
same time would be simple and easy for software design as a means to select optimum portfolios with the
minimum semi-variance from the assumer return rate appeared.
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